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Contexte

® Utilisation de modeles mixtes en
pharmacocinétique-pharmacodynamie (PK/PD), pour 'analyse de
données longitudinales, en imagerie medicale, en agronomie,
etc...
® Description des phénomenes physiologiques/biologiques a 'aide
d’'un systeme d’équations différentielles
© modeles compartimentaux en PK/PD
© modele physiologique en IRMf
© modele de déecroissance de charge virale chez des patients
VIH

® La plupart de ces systemes n’ont pas de solution analytique
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Exemple de modele

Modele de PK de Michaelis-Menten a un compartiment avec
absorption du premier ordre :

dC ko-Dose _, . Vi -C(t, ¢)

7 A2 2 I warayo ey

* (C(t,¢) (g/ L) concentration du médicament

(1)

® Dose quantité connue fixée

* ¢ = (km, Vi, ka, V)

® k., (g/ L) constante d’élimination

® V.. (g/ L/ h) volume maximal d’élimination

* k, (h~1) constante d’absorption de la molécule

® V (L) volume total de distribution de la molécule dans le corps

® ODE sans solution analytique
|
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Evolution de la concentration

Modéle avec absorption du premier ordre et elimination saturable de Michaelis—Menten
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Modele mixte avec équation différentielle

®* Modele statistique non linéaire a effets mixtes
Vii = a(tij, 9i) €15 1<3<m;, 1<i<N
gij ~ii.d N(0,0%)
Gi ~iid Te(.;0)
© ¢, vecteur de parametres individuels aléatoires non observés
© Estimation de 0 = (3, 0?)
© Fonction de régression a = H o f telle que

of(t,¢)
T — F(f(tv qb)?ta gb)
f(to, @) = fo

L€ [to,T]
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Méthodes d’'estimation des modeles mixtes

® Par maximum de vraisemblance : algorithme SAEM

© Simulation des données manquantes sous la loi py,(.; 0) par
algorithme de Monte Carlo par Chaine de Markov (MCMC)
(Kuhn et Lavielle, 2004)

® Par approche bayesienne
© Lol a priori mg sur 6
© Estimation de la distribution a posteriori de 6 p(6|y) par Gibbs
sampling
© Simulation par algorithme MCMC
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Difficultés

® Utilisation d’'un algorithme MCMC dans toutes les méthodes
d’estimation:

= Besoin de calculer la quantité f(¢,t) a chaque itération de
I'algorithme MCMC

® Introduction d’'une methode numeérique de résolution dODE

© Runge-Kutta, local linearization scheme..

® Travail sur un modele ou on approche la fonction de régression
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Introduction d’'un modele approché

* Modéle M,
Vii = ap(tij, ¢:) +ei; 1<j<n;, 1<i<N
gij ~i.i.a N(0,02)
Gi ~i.i.d. T(56)

® Fonction de régression a;, = H o fj,

® fn estI'evaluation de la solution de 'ODE par une méthode
numerique d’ordre p et de pas h:

Sup |fu(t, @) — f(t, @) < CRP

® Onindice par h tout ce qui concerne ce modele

® Quel contrdle de I'estimation des parametres du modele ?
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Objectifs

1. Etude des différentes méthodes numériques de résolution d’'ODE

2. Etude de I'algorithme MCMC de simulation des données
mangquantes pour les modeles définis par ODE et contrdle de la
distance entre les lois conditionnelles py (¢|y; 0) et p(o|y; 0)

3. Etude de I'algorithme SAEM et controle de la distance entre les
vraisemblances

4. Etude de I'algorithme de Gibbs et contrdle de la distance entre les
distributions a-posteriori p, (0|y) et p(6|y)

5. Etude sur données simulées

6. Etude d'un jeu de données réelles

|
A. Samson, 08/03/05 — p. 9/49



1.1 Méthodes de résolution d’un systeme d’ODE

® Systeme d’équations différentielles considere :

afgféaﬁ) —  F(f(t,d),t,0)
f(to, &) = fo

© te [to,T]
° fy € R? condition initiale du systéeme d’ODE
o f:Rka—>Rd,H:Rd—>R,F:RdXRXRk—>Rd

®* Hypotheses supplémentaires
© H1: laloi w de ¢ est a support compact
© H2: la fonction H est lipschitzienne
© H3: la fonction F est de classe C?
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1.2 Méthodes de résolution classiques d’'ODE

®* Méthodes a un pas
© Schema d’Euler
© Runge-Kutta avec coefficients a déterminer selon I'ordre

®* Méthodes a pas multiples
© Meéthode d’Adams-Bashforth : explicite
© Méthode d’Adams-Moulton : implicite (pour les systemes
"Stiff")
* Méthode PECE : Prédiction-Evaluation-Correction-Evaluation

® Fonctions dans Matlab6.5
© ODEA45 : Runge-Kutta d’ordre 4 (coef. de Dormand-Prince)
© ODEZ23 : Runge-Kutta d’ordre 3 (coef. de Bogacki-Shampine)
© ODE113 : PECE utilisant Adams-Bashforth et Adams-Moulton

© ODEZ23s : Runge-Kutta d’ordre 3 implicite pour systemes
"Stiff"
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1.3 Schéma de Linéarisation Locale (LL)

® Principe
© Linéarisation locale par rapport au temps de 'ODE
© Integration exacte de 'ODE linéaire obtenue

® Convergence (Ramos et Garcia-Lopez, 1997)
° f, I'approximation de f obtenue par LL de pas h
© Sous les hypotheses H1 et H3
© |l existe une constante C' independante de ¢ telle que

Sup ‘f(t7¢)_fh(t7 ¢)| < Ch2

tE[t07T]7 ¢

|
A. Samson, 08/03/05 — p. 12/49



1.4 Implémentation du schéma LL

® Calcul d’exponentielles de matrices
© Nouvelles méthodes de Padé, Schur, ...

® Ordre moins eleve que ODE45
© Moins précis sur les systemes "non Stiff"

¢ Avantages

© Grande stabilité dans les systemes de grande dimension et/ou
"Stiff"

© Généralisation aux SDE avec bruit additif
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1.5 Comparaison des temps de calculs

® Résolution de I'ODE pour 100 valeurs de ¢ distinctes, choisies

aléatoirement, chaque résolution étant realisee dix fois

méthode | ODE45 | ODE23 | ODE23s | ODE113 | LLp—g.05 | LLp—0.1
temps 0.107 0.096 0.177 0.382 0.327 0.162
écart type | 0.100 0.011 0.029 0.736 0.031 0.022

® ODEA45 et ODEZ23 plus rapides
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1.6 Un deuxieme schéma de linéarisation locale : LL2

® But : optimisation du temps de calcul pour le noyau K> dans
I'algorithme MCMC

® Principe
© Evaluation de f(t, ) pour ¢ dans un voisinage de ¢, et avec
f(t, o) deja évalué par LL
© Deéveloppement de Taylor en (¢, ¢y) de 'ODE
© Pas de calculs d’exponentielles de matrices

® Convergence
© Sous H1, H3 et pour ¢ proche de ¢,
© on note f}, 4, la solution obtenue par LL2

° |l existe C, et (5 indépendantes de ¢ telle que

sup | f(t,#) — fago(t, #)] < max(C1h?, Cy [|¢ — ¢ole)

tE[to,T]
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1.7 LL versus LL2

déplacement de 5%

15 T T T T T
ode45 phi0
— — — LL phi
1r T LL2 phi s
‘/.___ T e —— ode45 phi
05 B / = \\._,,_N\' P— _
O 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12
déplacement de 10%
15 T T T T I
ode45 phi0
— — — LL phi
1r e LL2 phi .
T — e T ode45 phi
- TR ==
/ — = —
O 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

LL2 sept fois plus rapide que LL

|
A. Samson, 08/03/05 — p. 16/49



2.1 Principe de la méthode MCMC

® A chague itéeration de l'algorithme d’estimation, a 6 fixe

® Geénere une chaine de Markov de loi invariante py (¢|y; 0),
stationnaire sous certaines conditions

® Utilise un noyau de transition gy (¢’|¢), simulable, connu
analytiquement ou symetrique

® Alitération ¢
1. Génération d’un candidat ¢¢ sous la loi gg(.|¢(?))
2. Actualisation

HH1) — ¢¢  avec probabilité p(¢©, ¢°)
o) avec probabilité 1 — p(¢®, ¢°)

ot p(¢®, ¢°) = min { pr(9°ly:0) go(9'9]¢°) 1}

pr(9©O]y; 0) qo(o¢|p))’
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2.2 Noyau 1 pour la méthode MCMC

* Noyau K;: la distribution a priori gy (¢'|¢) = 7 (¢; §)

© Probabilité d’acceptation

o(0®, 6°) = min{ ph(ylcbc,@)),l}

pr(ylo); 6

© Algorithme de Hastings-Metropolis indépendant

© Requiert d’évaluer f(¢°,t)
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2.3 Noyau 2 pour la méthode MCMC

* Noyau K5: un petit déplacement : ¢¢ = ¢ +§

© On suppose gqu'on reste dans un compact (H1)
° Noyau symétrique go(¢'|¢) = qo(¢[¢’)

© Probabilité d’acceptation

&) ey _ o pr(y|e; 0)m (9% B) }
PO, ¢7) = min {pmw; (6D 6)

° Requiert d’évaluer f(¢°,t) connaissant f(¢“),t) et ¢ dans un
petit voisinage de ¢
= Situation du schéma LL2
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2.4 Proprietés de I'algorithme MCMC

Théoreme 1
® Sous les hypotheses H1, H2 et H3,

1. Lalgorithme MCMC converge sur le modele M/, avec les
deux noyaux présentés ci-dessus

2. |l existe une constante C' telle que pour h petit

D(pgjy(+;0), Ph,g|y(-;0)) < ChP
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3.1 Lalgorithme EM

® Fonction de vraisemblance appartient a la famille exponentielle

p(y, ¢,0) = exp{—v(0) + (S(y, ¢), ®(0))}

* A litération k
o Etape E : calcul de
sk+1 =E[S(y, ¢) | k|
o Etape M : réactualisation de 6, par le maximum

Ori1 = arggnax (=¥ (0) + (skpt1,2(0)))
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3.2 Lalgorithme SAEM

1. Delyon, Lavielle et Moulines, 1999
* Etape E
° Etape S : simulation de ¢, sous la distribution p(¢|y; 01 )

© Etape SA : approximation stochastique de s; avec ()
suite de pas decroissants vers 0

Sk+1 = Sk + W{S(Y, Pr) — Sk}
* Etape M : réactualisation de 6, par

Opr1 = g e (=W(0) + (sk+1,P(0)))

2. Kuhn et Lavielle, 2004

* Etape S : procédure MCMC pour construire a I'étape k une
chaine de Markov de probabilité de transition 11y, ayant pour
unique loi limite stationnaire la loi p(¢|y; 0x)
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3.3 Propriétés de l'algorithme SAEM

Théoreme
® Sous les hypotheses H1, H2, H3,

* Soit (y) telsque Y,y =occ et >, 72 < oo

1. Supposons que (sx)r>o appartient a un compact, alors la
suite (0, ) d’estimateurs fournie par I'algorithme SAEM sur le
modele M, converge presque srement vers un point 6,
maximum (local) de la fonction de vraisemblance gy,

2. Pour tout o3 > 0, il existe une constante C telle que

sup p(y; 0) — pu(y; 0)] < ChP
0=(8,02) |02>02

|
A. Samson, 08/03/05 — p. 23/49



4.1 Algorithme bayesien de Gibbs

® Lol a priori m sur 6

® Estimation de la distribution a posteriori de 6 p(6|y) par Gibbs
sampling
* Aliteration £,
1. Simulation de ¢*) sous la loi pg,(.;0*~1)) par algorithme
MCMC
2. Simulation de 6*) sous la loi pyy, (.; #*))
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4.2 Propriétes de l'algorithme de Gibbs

Théoreme
® Sous les hypotheses H1, H2, H3,

1. Lalgorithme de Gibbs converge sur le modele M;,

2. |l existe une constante C' telle que

D(p(0]y), pn(fly)) < Ch”
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5.1 Exemple de données simulées

Exemple de pharmacocinetique avec N=20 patients indépendants,
T (5 8) = N (u, )

1.8
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141
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0.6

0.4

0.2

| | | | |
0 2 4 6 8 10 12
Temps (heure)
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5.2 Fonctions de répartition empiriques des distribu-

tions simulées par MCMC-ODE

® ()1 : noyau K4 avec ODE45 + noyau K5 avec ODE45
® () : noyau K, avec ODE45 + noyau K, avec LL+LL2
® (3 : noyau K, avec LL + noyau K, avec LL+LL2

0.9
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W N
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5.3 Convergence de SAEM

200 iterations SAEM, 20 itérations MCMC pour chaque noyau

1 - : 0.5 : .
“mOSf— LW i’
m
0 0 . 1 . 2 0 0 . 1 . 2
Vin 0.2} { var,
0 . 1 2 0 0 . 1 2
do 10 10 10 10 10
0.5} ]
K
) 4 \/\_\—\,\W\ /\V—M___' varka
2 0 . 1 . 2 0 0 . 1 . 2
140 10 10 040 10 10
V10t ] 0.2} {var,
5 0 1 . 2 0 0 1 2
0.40 10 10 10 10 10
0'2
0.1
O 0 ) 1 2
10 10 10
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5.4 Résultats d’'estimation

® Comparaison de SAEM avec NONMEM
© NONMEM ne converge pas
© SAEM estime correctement les parametres

km, Vim ka V | varg, | vary | varg, | vary o2
pt init 0.50 | 0.100 | 5.00 5.0 0.400 0.400 | 0.400 | 0.400 | 0.1000
valeur 0.37 | 0.082 | 2.72 | 12.2 0.040 0.040 | 0.040 | 0.040 | 0.0100
SAEM 0.47 | 0.088 | 2.58 | 12.3 0.043 0.038 | 0.039 | 0.043 | 0.0084
NONMEM | 0.60 | 0.100 | 2.57 | 12.3 108 0.062 | 0.068 | 0.036 | 0.0088
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6.1 Exemple de données réelles

* Traitement anti-rétroviral chez des patients atteints du VIH
contenant un inhibiteur de protéase (IP)

®* Essal Cophar2-ANRS111

® But : adaptation de posologie d’IP
© Suivi de S-4 a S48
® Donneées jusqu’a S16 :
© Modele utilisé décrit la dynamique initiale du virus et ne tient
pas compte de ses mutations
© Un bras de traitement d’IP analysé (lopinavir)
© 32 sujets
© 4 points par sujets

- Charge Virale (CV) : SO, S2, S8, S16
- CD4 : S0, S4, S8, S16
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6.2 Les données de charge virale

Viral load concentration (cp/ml)
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6.3 Les données de CD4
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6.4 Activité du virus VIH et action des médicaments
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6.5 Modele avant traitement (Perelson et al, Science, 1996)

dTl’

= = (8 +6VI) T
dT7

— = Vil — 0T

dt BVITNT I

dV7

— = Tr — cV;

dt Polr —CVy

® Ty etT]: concentration de CD-4 non infectés et infectés
® 1/; : concentration de virus infectieux
® II: production thymique de lymphocytes, po : production virale

®* ), eto : taux de mortalité cellulaire de T\ et Ty, c : taux de
mortalité des virions

® 3 taux d'infection cellulaire
® 1o : proportion de virus non infectés produits (sans traitement)
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6.6 Modele sous traitement

d[1’
d]:I = II— (0, + (1 —nrrr)BV)INnT
d1’
d—tI = (1 —nrr1)BVINr — 017 (2)
dV7
20 T _
7 (1 —npr)pIr — cVi
dV,
d];” = nprplr — cVnr.

® Vnr . concentration de virus non infectieux

®* nrrr . proportion de lymphocytes non infectés produits sous
Inhibiteur de transcriptase inverse

® nrp . proportion de virus non infectants produits sous inhibiteur de
protéase

®* Modéle non-identifiable = on estime B = (1 — ngrr1)0
|
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6.7 Conditions initiales

®* Hypothese : état d’équilibre avant mise sous traitement

e
LivzC S0 = Bp(1 — o)
Ti(t=0) = V(=0
Vit=0) = V(t=0)
Vart=0) = 0

® On estime Vy = V(¢ = 0) pour chaque sujet
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6.8 Modele final

logCVi; = aio f(ti;,0;) + €ij
CD4;; = ago f(tiy,0:) + €2y
0, = Wi + b;

® CV;; : mesure de la charge virale chez le patient ¢ au temps ¢,
® CD4;; : mesure du taux de CD4 chez le patient : au temps ¢,
e E(l)z'j ~ N(O, O'%) ||d, 6(2)2']' ~ N(O, O'%) id

® b, ~N(0,9)

® f=(f1, f2, f3, fa) est solution du systeme précedent

® a; = logo(fz + fa) €taz = f1 + fo
¢ (97, — (67 5,]),77,6, V07H75n)
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6.9 Estimation

® Adaptation de la fonction saemmix.m de Marc Lavielle

o Aux ODE
° A un vecteur d’observation

®* Modele d’équations différentielles stiff

© Aucune fonction 'ode’ de Matlab n’arrive a résoudre le
systeme
© Implémentation de LL et LL2

® Deux analyses
1. Données completes jusque’a S16
2. Données sous la LOQ censurées

® Reésultats presentés avec 200 itérations saem
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6.10 Donnees completes (1)

6 0 p Ui C VO 11 0 n

w | 91077 0.273 1.19 0.595 155 5.73 19930 0.01
Var | 0.005 0.02 1.17 0.0006 0.009 0.0005 0.32 0.003

log CV % =0.258
CD4 2= 0.229
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6.11 Donnees completes (2)

CD4
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6.12 Données completes (3)

log10 viral load
7 T T T T T I

Individual predictions

O bl 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Observations
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6.13 Données completes (4)
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6.14 Données completes (5)

Viral load concentration (cp/ml)
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6.15 Donnees censurees (1)

6 0 p n C VO 11 0 n

p 1.107% 0.264 1.25 0515 152 5.99 18215 0.009
Var 0.002 0.06 0.67 0.01 0.06 0.003 0.132 0.004

log CV 0% =0.294
CD4 02=0.274
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6.16 Donnees censurees (2)
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6.17 Données censurees (3)

log10 viral load
7 T T T T T I

Individual predictions

O 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Observations

|
A. Samson, 08/03/05 — p. 46/49



6.18 Données censurees (4)
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6.19 Données censurees (5)

Viral load concentration (cp/ml)
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Conclusion

® Reésultats théoriques
® Confirmation par les données simulees

* Etude du jeu de données réelles a approfondir

= Outil puissant pour analyser un modele mixte défini par equations
differentielles

® Inconvénient de l'utilisation du schéma LL : nécessité de calculer
le jacobien de la fonction F°
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