SELECTION DE MODELES EN REGRESSION

Yi=pi+og;, t1=1,...,n
£1y.. . en Lid. N(0,1)

Sélection de variables :

choix des variables explicatives pertinentes
(Y;, X},...,XP,p<n), l,....,n
modéle m = {iy,...,4} C {1,,...,p}
m <> Sy = e.v. {)?j,j € m}

€ Sn o fi=fim=Yen X

Cas ordonné :

Ex: régression polynomiale, u; = p(z;), X,g = xg—l.

k,mp={1,....,k}, k=1,...
Cas non ordonné : k, O';f k—uplets possibles

1



Estimer un signal

en choisissant la meilleure partition
(Yi,zi),i=1,...,n, i = w(x;),0<x; < ... <2 < 1.
modéle m = (Ih,.. ., I;), partition de [0, 1].
m« S, = e.v. {)?j,j € m} ol Xg = Iyl
BESpo fB=fin=Y 8%

Analyse différentielle : estimer le nombre de com-

posantes non nulles et leur emplacement
modéle m = {iy,...,it} € {1,...,n}

m e S, = ev. {&,j€{l,...,n}}
ﬁESmHﬁ=ﬁm=zjemﬂjéﬁ, i =0s12€m



Yi=pi+ogy, i1=1,...,n
E1y...,En iid. N(0,1), o connu

famille de modéles {Si},,cuq
ﬁ'm =1Ilg Y, em.c. u sur Sp,. On note ji,, = Ilg ji.

Risque de ;'im :
E||&,, — B||* = || — El* + 6° D, ott Dy = dim(Sn)

Chercher ;.\'i = ﬁm, qui minimise le risque E||ﬁ — #lI?.

E|i — A < C (inf E|E, — [ +4)



Heuristique :
min || £, — ﬁ”z + 02D, = min | — ﬁ”2 + 0Dy, — ”ﬁ"2

— min —||Z,||> +o2D
— | B l>+02Dm

= min |Y—;'im > +20°D,,

= min||Y — i > + o’pen(m)
Théoréme : {Ln},crs Lm >0, 2=, e Pmim < 00

2
pen(m) > Ko’D,, (1 + \/2Lm) , K>1
Eli - #? < C(K)( inf {|li — FIP + o’pen(m)}
+ (K +1)0°%)
ou bien
2
pen(m) = Ko?D,, (1 + \/2Lm)

Elli - 1> < C(K) (inf {|En — B + 0> Dn(1 + L)} + 075)



Preuve : comment apparaissent les poids L,, ?

D’abord, on montre Vm, V¢ > 0

12 — &)1 < C(K) ({l|En — &> + pen(m)} + 0*(K +1)£)
sauf sur Q¢, t.q. P(Q) < Ze™¢

On en déduira

E||i — i|* < C(K) ({ll#n — BI* + pen(m)} + o*(K +1)3))



On fixe m,
crit(m/) < crit(m)

IY — fs||* + pen(ms) < |IY — ,||* + pen(m)

IA

IY — ,.|I> + pen(m)
Truc :
Y — G| = |8 — Bnll* — 2 < &,m > +0*|E]* +2 < &3 >
d’otl
I — B> < || — Enl® + pen(m)

+20 < g»ﬁml — iy, > —pen(m/)

. <&t—-fg, > . .
Etudier Z(t) - = ..pm , Proc. gaussien, variance 1
It — il
2
P(sup Z(t) > E sup Z(t) +xmn) < exp _%

tESm {GSW

vV Dm+Dpy



On fixe m, crit(m/) < crit(m)
|E = Bll* < || — fiI” + pen(m)
+20 < é’,ﬁm, — f,, > —pen(m/)

Pour chaque m/, Vt € S,

<ET— o ><||E— il (\/Dm+Dm,+xm,)

avec proba > 1 — exp(—x2,/2)

Bonferroni = Vm/,Vt € Sy,

<ET— o > ||E— il (\/Dm+Dm,+xm,)

avec proba > 1 — Z, e exp(—22,/2)

D’ou

Ty = \/Lm,Dm,—l—ﬁx/Q = proba >1— Yexp(—¢§)



On en est 1a :

| — Bpsll* < |lE — E||* + Pen(m) — pen(mv)

420y — Bl (V/Dim + Do + 2/ LoD + €
o i — Bnll < I — Bl + 1 — B

2ab < ca’?+ b%/c, Ve > 0

e pen(m/) > KoDyy (1 + 2Lw)

~ résultat : Vm, V€ > 0

IE — &|? < C(K) ({||En — & + pen(m)} + o*(K + 1)¢)

sauf sur un ensemble de proba < Ye7¢.



Théoréme : {Ln}crs Im > 0,2 =3, e Pmim < 00

si pen(m) > Ko?D,, (1 + \/2L7)2 , K >1, alors
E||i — fi|]* < Ci (infim { | — EI|* + o’pen(m)} + Cr0?%)
ou bien si pen(m) = Ko?D,, (1 + \/Qijz, alors
E|| — #[]? < Ci (infm { | — #]* + 0> Dm(1+ L) } + 0°%)

Sélection de variables ordonnées : X L ,)?p ,p=p(n) Tn

Sm = e.v. {fl,...,fm}, m=1,...,p, Dy, =m.
Y=SP e™m L,=L X< (-1
Si K =2/ (1+\/2_L2) (K >1 si L<3/2—+2), et
pen(m) = 20%m, alors,
E|li - @> < C(z) (inf {|lEn — B>+ o*m(1 + L)} + %)
< C(L)inf {||i#n — #lI* + 0°m}

< C(L)infE||f, — @P



—t -t
Sélection de variables non ordonnées : X!,..., X?

mz{il,...,i|m|} c{1,...,p}, Sm= e.v. {fl"”’flml}

— —|m|Lm _ Im| —|m|L
Z:_mee.l\/ie "= |m| 10 "

si Lp,=L,Y= (l—l—e‘L)p—l (p=p(n) / n)

si L =log(p/c), alors ¥ < e — 1.

Autre choix : les L,, varient avec |m|

si Ly, =1+ log(c) + log(p/|m|), alors £ < 1/(c —1).

Théoréme =

si pen(m) = K|m|o*(1+ c14/log(p/|m|) + calog(p/|ml|))

|l - Al < Cint { i~ AP+ 0% (1 +log ( P ))}

Im|
Un autre Théoréme :

m € M, pen(m) < co?|m|log(p), 0 < ¢ < 2, alors

E|Z — i||* > Co?log(p)



Analyse différentielle : Etude des différences d’expression

des génes selon le milieu de culture de B. subtilis, me-

thionine or ou methylthioribose & partir de “puces a

ADN?”.
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K= tmy, Mo ={1,...,ko}, ko inconnu, kg < n

i #£0si1<i<kypu =0sii>k

; (/J.m)Z Y;,i € m, (/J.m)Z = (0 sinon.

"Y - ﬂ:m"2 = Zzem Y2

Remarque :

ko
. = a2 _ . 2 = a2 _ 9
inf E|d,, — ] ;mm {1:,0”} <Ellf, — BlI* = koo

i = i, : M minimise crit(m) = 3, V> + o’pen(|m|)

':)

En pratique :

min crit(m) = 1 géglkn ﬁl—l}c ;Y2 + o’pen(k)

- 2 2
SiYi>...Y,,



Critére pénalisé = seuillage

Seuillage : Choisir ¢(1) > ... > t(n), et comparer les

Ye,| aux £(2) :
k=0 si |Yy,| < t(k), Vk sinon k = max; {|Yz,| > t(k)}

Lien avec critére pénalisé :

t2(k) = pen(k) — pen(k — 1), ou bien pen(k) = S°F_, #(1).

Donoho et Johnston (94, Biometrika),

t*(k) = t> = 20%log(n) <= pen(k) = 20%klog(n)



Comment calibrer la pénalité ?

pen(m) = K|m|o*(1+ a/log(n/|m|) + Blog(n/|ml))
pen(k;cy, cy) = ka*(cy log(n/k) + c3)
Pour chaque n, minimiser le rapport des risques :

E”ﬁchc:g - ﬁ"2

ra(c1,c2) = sup

HAER lanSkSkxn E”ﬁm - ﬁ"2
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pen(k) = ko*(2log(n/k) + 4)

MKR Criterion
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