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Introduction
Méthodes quadratiques

Estimateurs quadratiques, sans biais dérivés de 
l’ANOVA et méthode de Yates: Henderson I, II, III 
(1953)

Minque
Estimateurs quadratiques, sans biais et localement de
norme (variance) minimum: CR Rao (1971), LaMotte
(1970,1973) 

Maximum de vraisemblance
Estimation ML des effets fixes et des paramètres de 
dispersion dans les modèles linéaires mixtes: Hartley & 
JNK Rao (1967)
Estimation ML basée sur des résidus libres des effets 
fixes (contrastes d’erreur): Patterson & Thompson 
(1971); Harville (1977); Searle (1979)
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Exemple simple/espérance conditionnelle

( )

( )

( )

( ) ( )

22 2 2

2

2 2

2 2

2 22

2 2 2

2 2

2

22

ˆSi  connu,  

 étant inconnu, que faire? 

Prédire la contribution moyenne de 

via E ,

, ~ ( , / )
~

/

ˆ

(0,1)
, ~ ( , / )/

E , Var ,

ˆ ˆ 1/

s y s

y

y

y Ny
y y NN

y y

s

N

N

µ σ µ

µ

µ

µ σ

µ σ µ σµ
µ σ σσ

µ σ µ σ

σ σ

σ

σ

= + − ≥

−

 −
 

−
⇔

 − = =
 

= + ⇒ −

y

y

N
N

N

( ) ( )2 2 2ˆ1/ / 1N s Ns Nσ= ⇒ = −

Monolix, Orsay-JL Foulley 602/03/2004

Ex simple/factorisation de la vraisemblance
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Ex simple/factorisation de la vraisemblance
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Cas général/concept de vraisemblance marginale

 

Ce concept développé par Kalbfleisch et Sprott (1970).  

Transformation biunivoque de y  en ( )', ' 'u v  telle que les deux conditions suivantes 

portant sur f( , , ) f( , )g( , , )=u v β γ v β γ u v β γ  soient réalisées: 

 a) f( , ) f( )=v β γ v γ  

 b) g( , , )u v β γ  «contains no available information concerning γ  in the 

absence of knowledge of β »  

Barnard mit en avant le caractère indissociable des informations imputables à β  et 
γ  dans g( , , )u v β γ  
(«This information is inextricably mixed up with the nuisance parameters»). 
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Cas général/application au modèle linéaire mixte/écriture
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Patterson & Thompson (1971) considèrent 
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d'où l'appellation de "residual" likelihood
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Expression de la logvraisemblance résiduelle

1

Harville (1977) propose de considérer  -r( ) éléments

 linéairement indépendants de  appelés contrastes d'erreur  (notés ' )
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Vraisemblance profilée
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ML-REML/remarques
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Interprétation bayésienne

concept de vraisemblance marginale, 
cette fois au sens bayésien du terme 
(Dawid, 1980) par intégration des 
paramètres parasites. 

p( ) p( , ) d

p( ) p( , )p( ) d

Ici prendre p( ) cste

=

=

=
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Interprétation bayésienne/suite
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REML et équivalences

vrais.marginale

Dispositifs équilibrés: REML=ANOVA
_____________________________________________________
REML=MINQUE itéré
______________________________________________________

Arg max ln p( | ) RREML = ⇔γ y γ
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EM-REML dans un modèle simple
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EM-REML modèle simple/ phase E
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EM-REML vs ML
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EM-REML modèle simple/ formules
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Vraisemblance profilée ajustée/
approche de Liao-Lipsitz pour GLMM
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Vraisemblance profilée ajustée/
approche de Liao-Lipsitz pour GLMM
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Vraisemblance profilée ajustée/
approche de Liao-Lipsitz pour GLMM/suite
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Vraisemblance profilée ajustée/
approche de Liao-Lipsitz pour GLMM/suite
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Modèles NL/appr. de Wolfinger
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Modèles NL/appr. de Kachman-Gianola
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Kachman & Gianola, 1984; Rodriguez et al, 2000
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Exemples

Données de croissance faciale à 4 âges  (8, 10, 
12, 14 ans) chez 11 filles et 16 garçons. Pothoff & 
Roy (1964); Verbeke & Molenberghs (1997, 2000)
Dosages de la protéine sérique de gestation 
(PSP60) effectués de 2.5 à 9 mois chez 46 
vaches de différents âges vêlant à la même 
saison (Foulley, Maugrion, 2001)
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Ex de croissance/données
Growth measurements in 11 girls and 16 boys: Pothoff and Roy,1964; Little and Rubin, 1987 

 

 Age (years)  Age (years) 

Girl 8 10 12 14 Boy 8 10 12 14 

1 210 200 215 230 1 260 250 290 310 

2 210 215 240 255 2 215  230 265 

3 205  245 260 3 230 225 240 275 

4 235 245 250 265 4 255 275 265 270 

5 215 230 225 235 5 200  225 260 

6 200  210 225 6 245 255 270 285 

7 215 225 230 250 7 220 220 245 265 

8 230 230 235 240 8 240 215 245 255 

9 200  220 215 9 230 205 310 260 

10 165  190 195 10 275 280 310 315 

11 245 250 280 280 11 230 230 235 250 

     12 215  240 280 

     13 170  260 295 

     14 225 255 255 260 

     15 230 245 260 300 

     16 220  235 250 
distance from the centre of the pituary to the pteryomaxillary fissure (unit 10-4m)
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Exemple “croissance faciale”: profils
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Modèle [0] : Modèle à effets fixes

Modèle [1] : Modèle mixte à intercept aléatoire

Modèle [2] : Modèle avec processus temporel

Modèle [3] : Modèle avec processus temporel et erreurs de mesure

Modèle [4] : Modèle mixte à intercept aléatoire et processus temporel

Modèle [5] : Modèle de régression linéaire à coefficients aléatoires

2 avec 
ii i i i n eσ= + =y X β e V I

' 2
00 avec 

ii i i i i i i i e ng σ= + + = +y X β Z u e V Z Z I

2 avec i i i i iσ= + =y X β W V H

2 2 avec 
ii i i i i i e nσ σ= + + = +y X β W e V H I

' 2
0 0 00 avec i i i i i i i i ig σ= + + = +y X β Z u W V Z Z H

' 2
0 0 1 1 1 avec 

ii i i i i i i i i i e nσ= + + + = +y X β Z u Z u e V Z G Z I

'| |
, '{ }i it t

i i tth ρ −= =H

00 01
1

01 11

g g
g g

 
=  
 

G
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ML vs REML/exemple « croissance »
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PSP au cours de la gestation

Monolix, Orsay-JL Foulley 3202/03/2004

Variance-covariance components of several models  
     for the analysis of PSP60 concentration records 

Method Model Random effectsa Time Processb Errorc -2L 
  g00  g01  g11  σ 2  ρ  σ e

2   

 [0]      2386.33 2305.340 
 [1] 1432.15     977.73 2205.338 
 [2]    2490.51 0.989  2195.537 

REML [3]    2096.60 0.994 398.87 2193.071 
 [4] 1182.43   1287.54 0.973  2188.937 
 [5] 1365.54 -2.937 0.0944   776.36 2193.534 
 [0]      2342.54 2310.117 
 [1] 1363.09     966.38 2210.738 
 [2]    2396.83 0.988  2202.404 

ML [3]    1976.45 0.994 423.92 2199.613 
 [4] 1133.83   1244.61 0.971  2195.213 
 [5] 1297.63 -2.888 0.0857   777.01 2199.739 

       aRandom effects model, intercept (0) and/or slope (1) : fixed part with parity, linear regression on 
         dayof blood sample collection varying according to parity 
       bPower process : Covjk = ρ

d jk σ
2

 
       cResidual in random regression models and measurement error σ e

2

(«nugget») for models involving   

         R
i
= σ

2

H
i
+ σ

e

2

I
ni

 

ML vs REML/exemple « PSP »
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Critères d’information/exemple PSP/résultats

 
Table. Likelihood statistics (REML, -2L, 2AIC, -2BIC) of several models for the analysis of PSP60 concentration records 

(10x log PSP60 in ng/ml) 
 
Mod Random Effectsa Time processb Errorc Likelihood 

 g00  g01  g11 σ 2  ρ σ e
2  #par -2L -2AICe (-2BIC) comp 

 
∆ −2L[ ]

 
Distrd P-value 

[0]      2386.33 1 2305.340 2307.34 (2310.71)     

[1] 1432.12     977.73 2 2205.338 2209.34 (2216.07) [1]-[0] 100.02 0:1 0 

[2]    2490.51 0.989  2 2195.537 2199.54 (2206.26)     

[3]    2096.17 
 

0.994 
 

399.05 
 

3 2193.071
 

2199.08 (2209.17) [3]-[2] 
[3]-[1] 

1.827 
12.267 

0:1 
0:1 

0.0882 
0.0002  

[4] 1182.43   1287.54 0.973  3 2188.937 2195.94 (2205.03) [4]-[2] 
[4]-[1] 

6.600 
16.401 

0:1 
0:1 

0.0051 
2E-5 

[5] 1365.54 -2.937 0.0944   776.37 4 2193.534 2201.54 (2214.99) [5]-[1] 11.804 1:2 0.0016 
aRandom effects model with intercept (0) and/or slope (1): fixed part with parity, linear regression on day of blood sample collection 
bPOW process: Cov

jk
= ρ

d
jkσ

2

 

cResidual in random regression models and measurement error σ
e

2

for models involving R
i
= σ

2

H
i
+ σ

e

2

I
n
i

 

dAsymptotic distribution of the likelihood ratio under the null hypothesis: Chi-square or mixture of chi-squares 
e-2AIC (-2BIC) minus twice Akaike’s (Schwartz’s) criterion: #observations=218 on 46 subjects: #location parameters=4 (a regression line in each parity)
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Conclusion

ML-REML: problème du traitement des 
paramètres parasites

« Profile, Marginal, Conditional, Integrated, 
Modified likelihoods »
Réduction du biais (données manquantes MAR) 
mais MSE?
Équivalence: ANOVA eq, MINQUE itéré

Obtention plus difficile de REML
Cas des modèles GLMM et NL
Vraisemblance profilée ajustée (FE)
Approche bayésienne
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ASREML:http://www.vsn-intl.com/asreml/
DFREML: http://agbu.une.edu.au/~kmeyer/dfreml.html
BLUPF90: http://nce.ads.uga.edu/~ignacy/newprograms.html
VCE5: http://www.tzv.fal.de/~eg/
NLME: http://cm.bell-labs.com/cm/ms/departments/sia/project/nlme/index.html
WINBUGS: http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/winbugs/contents.shtml
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